8. cviceni - reSeni

Priklad 1 (a) f(z,y,2) =22 —y+za M ={[r,y,2] ER¥% 22 +y? + 22 < 1,22+ (y+1)2 +22 < 1}
Definujme
gz, y,2) =2+ + 22— L go(a,y,2) =2+ (y+ 1) + 22 — L.

Pak M =[g1 <0,92 <0].
VySetfeme pomoci véty 16 funkci f na Int M. Spoctéme proto paricalni derivace f a hledejme, kdy
jsou na M nulové ¢i neexistujici.

folz,y,2) =2
f/(ﬂl' Y,z ):_1
f(l' Y,z )_1

Neméme tedy zadné body podeztelé z lokalnich extrémi na Int M. VySetfeme nyni chovani f na H(M).
Z teorie ke 2. cviceni lze snadno odvodit, ze H(M) = ([g1 = 0] N M) U ([g2 = 0] N M). Zkoumejme tedy
fmnalgi=0]NM ana [go =0]N M zvlast.

Plati: [g1 = 0N M = [g1 = 0,g92 < 0]. PouZijeme vétu 24 na mnozinu {z € G: g1(z) = 0}, kde
G = [g2 < 0], coz je dle 2. cviceni oteviend mnozina. Pak vySetfime jesté f na [g3 = 0 = go]. Podobné
bude t¥eba jesté vytesit f na [go = 0,91 < 0].

(91)5(z,y,2) = 2
(91)y(x,y,2) = 2y
(91)%(,y,2) = 22
(92)%(2,y,2) = 22
(92)y (2,9, 2) = 2(y + 1
(92)%(,y,2) = 22

®[91=0,92 <0
Vysetfeme podminky (1), (II) z véty 24.
Vg1 =0 <= 0=22=2y =2z < [z,y,2] =[0,0,0]

Pocatek ale nespliiuje podminku, ze g; = 0, tedy odsud zadny podeziely bod nemame.
Soustava V f + AVg; = 0 spoletné s g1 = 0, g2 < 0 dava:

242 =0
—14+2\y=0
1+2Xz=0

:L"2+y2—{—22:1
4+ (y+1)2+22 <1

Matematika 2, 2022/23 1



7 ni plyne, Ze 2\ = _72 = % = _71 (zfejmé nelze, aby jakakoli z proménnych A, x,y, z byla nulova). Pak
plati
—2y==x

2+t 2=1
2 2 2
4+ y+1)°+2°<1

Pak dosazenim do posledni dvou rovnic dostaneme.

1 1
WP yPtyP=1 = y*=- = y=+—

6 V6
2
5 (146 5+1+2V6+6 12+2V6
4y2+(y+1)2+y2<1:>6+< %) S +6\[+ = +6\[<1=> spor

Odsud tedy bod podeziely z extrému nedostavame.
® [g2=0,91 <0

Vgp=0 <<= 0=2r=2(y+1) =22 < [z,y,2] =[0,—1,0]

Bod [0, —1, 0] ale neni prvkem mnoziny [g2 = 0, g1 < 0], tedy nejde o podeziely bod.
Rovnost Vf 4+ AVge = 0 spoletné s go = 0,91 < 0 dava:

242 =0
—14+2X\y+1)=0
1+2Xz=0

Py + A<
P2 y+1)72+22=1
Dostavame (opét nedava smysl uvazovat A, x,y ¢i z nulova):
-2 1 -1

2A:7:7:7
x y+1 z

4+t <
2 2 2 _
r+(y+1)+22=1

Tedy:

—2y—2==x
z=—y—1
Pyt <d
P+ (y+1)24+22=1

Dosazenim prvnich dvou rovnic do druhych dvou dostaneme:

2+20)2+12+y+1)7° <1
2+20)*+(y+1)P2+w+1) =1 = 62 +12y+6=1
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Dostavame, ze y = —1 + %, tedy [z,y,z] = [$%,i%,$% . Ten ovSem nevyhovuje podmince
2y 4+ 22 <1 Zadné podezielé body odsud tedy nejsou.

* g1 =0=g)]
PouZijeme vétu 25.

Vg1 =kVgy < 2y = 2(y + 1)

Odsud tedy zéddné podezielé body nejsou.
Rovnost Vf + aVg) + Vg = 0 spolu s podminkami go = 0 = g; ndm déva:

24202+ 2Bz =0

— 1420y +26(y+1)=0
14+2a2+282=0
x2—|—y2—|—22:1

4+ (y+1)2 422 =1

Z poslednich dvou rovnic plyne, Ze y* = (y 4+ 1)%, tedy 0 = 2y + 1, tedy y = 5*. Soustava pak vypada
takto:

24200 +2x=0 = 2(a+p)r=-2
—1l-a+p=0
1+202+202=0 = 2(a+p)z=—-1

Z prvni a tfeti rovnice plyne, 7e x # 0 # z. MuZeme jimi tedy vydélit a dostaneme, Ze 2(a + () =
=2 — =1 tedy plat: 2z = x. Po dosazeni tohoto faktu plati:

T z

2z ==x

—1—-a+5=0

522—§ - z:iﬁ
4 V20

Méame tedy podezielé body: [i\/g, —%, j;\/%],

Celkové mame tyto podezielé body: [:I:\/g, —%, 44/ 23—0} .
Jelikoz M je komp., plyne z véty 14, Ze stadi z podezrelych bodu vybrat kde je funkce f nejvétsi a
nejmensi a dostaneme tak globalni extrémy f na M.
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3 1 3 3 1 3 14+ v15
P(EL B 22Tty [T 1T
5 2 20 5 2 20 2
3 1 3 3 1 3 1—+v15
) YL ISRV R B
5 2 20 5 2 20 2
Priklad 1 (b) f(z,y) = (202 + 3y2)e =" a M = {[z,y] € R%2 > 0,y > 0}

e Int M: Ziejmé Int M = [z > 0,y > 0]. Zde pouZijeme vétu 16.

filx,y) = dge 3"~V 4 (222 + 3y2)e_3x2_y2(—6x) = ge 30"V (4 - 1222 — 18y2)

fo(@,y) = 63/6_3:”2_7’2 + (222 + 3y2)e_3$2_yz(—2y) = ye_3w2_y2 (6 — 42? — 6y2)

2e 30" (41227 — 18y) = 0
ye 37—y’ (6 — 42 — 6y*) =0

Jelikoz e® > 0 pro libovolné x dostavame:

2 — 9y?

T(4-120"—18") =0 — ¢ =0 V o =3/ =
3 — 2x2
y(6—4x2—6y2):0:>y:0\/y:i Sx

2—9y2 < =
G~ azarovel y = £

vychazi, Ze odsud nejsou zadné podezielé body.

3—2x2
=5

Neni mozné, aby x = + V kombinaci s pozadavkem [z, y] € Int M

e HM): HM)=[z=0,y >0]U[x >0,y =0]UJ0,0]
o[z =0,y > 0]
Zde zkoumame chovani funkce g(y) = f(0,y) na intervalu (0, 00). Plati: g(y) = 3y2e¥" a

g(y) = 6ye ™ — 6y’ =V 6y (1—y?).

Z podminek ¢’ =0,y > 0 (16) dostavame podeziely bod: [0, 1]
o[z >0,y =0]

Zde zkoumame chovan{ funkce h(z) = f(z,0) = 222 3%

na intervalu (0, 00). Plati:
b (z) = dze " 4 2$26_3x2(—6$) = ¢34 (4z — 122%) = 4306_3“72(1 — 32%).

Podminky h' = 0,z > 0 davaji podeziely bod: [%, 0}

Zbyly bod [0, 0] hranice zaradime mezi podezielé body.
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Celkové mame tyto podezielé body: ,[0,0], [0, 1], [%, 0} .
VySetfeme hodnoty f v téchto bodech.

f(0,0)=0
3
_ 9,1 _ %
f(0,1) =3e =
1 gYo2,-81_2
/ \/§’O>_36 ~ 3e

Dostavame kandidaty na maximum: % v bodé [0, 1] a na minimum: 0 v bodé [0,0]. VySetfeme, zda

jde skute¢né o maximum a minimum.
Ziejmé f > 0. Proto 0 je skutecné minys f. Ukazme jeSté, Ze maxys f = %
Z f1, f; je vidno: v xz-ovém sméru funkce f klesa v M ve vnéjsich elipsy dané piedpisem 62 + 9y% = 2

a v y-ovém sméru f klesa M ve vnéjsich bodech elipsy dané predpisem 222 + 3y% = 3.

— 222 4 3> 3

-

(T -=

]
=1

1
\

Zadefinujme B := [0, \/g} x [0,1]. Pak na mnoziné M \ B ma f obé parcialni derivace zaporné, tedy
je v xz-ovém i y-ovém sméru klesajici. Z toho plyne, Ze v libovolném bodé M \ B mé f mensi hodnotu,
nez je supp f. Zbyva tedy ukazat, ze % = maxp f.

7 doposud spoc¢teného plyne, ze v Int B nemé f zadny podeziely bod. Z toho, jak jsme zkoumali f na
osach plyne, Ze uvnitf levé a spodni hrany obdélniku B nejsou zadné podezielé body. Uvnitf zbylych dvou

hran je jediny bod, kde mé f nulové parcidlni derivace - bod [%, 0}. K podezielym bodim piihodime

vrcholy obdélniku B. Mame tedy tyto podezielé body: [%, 0} ,[0,0],]0,1], [\/g, 1} , [\/g, O]. JelikoZ je
B kompaktni, tak staci dle véty 14 jen vybrat nejmensi a nejvétsi hodnoty na podezielych bodech.

1 2
(5%
£(0,0)=0

01—3
f(v)_g

3 6
(i) -3

3 3
(i)
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Nejvyssi hodnotou je skutecné %, tedy maxp f = %, coz byla posledni véc, kterou jsme potiebovali
OVeérit.

Piiklad 1 (c) f(z,9,2) =2v +y+3za M = {[v,y,2] e R} 22 + 92+ 22 <4,z +y+ 2 >0}

Mnozina M je zfejmé kompaktni (dle teorie 2. cviceni). Dle véty 14 staci nalézt podeztelé body f na
M a z nich pak vybrat ty, kde je f nejvétsi a nejmensi. Zkoumejme f na Int M a na H(M).

Definujme:

gi(@,y,2) =2 + P + 2% =4, go(w,y,2) =z +y + 2.
Plati H(M) =[g1 =0,92 > 0]U[g1 =0 = go] U [g1 < 0,92 = 0].
elnt M = [22 + 9% + 22 < 4,z +y + 2 > 0]: pouzijeme vétu 16

fa(@,y,2) =2
folx,y,2) =1
fi(z,y,2)=3

Vs8echny parcidlni derivace existuji v kazdém bodé Int M a nejsou nulové. Neméme tedy zadné
podezielé body.

e[g1 = 0, g2 > 0]: pouZijeme vétu 24

(gl):z: (ﬂf,y, Z) =2z
(91); (‘7;7:% Z) =2y
(gl),z (l‘,y, Z) =2z

Podminka (1) je splnéna pouze pro pocatek, ktery v8ak neni ve zkoumané mnoziné [g; = 0, g2 > 0].
Odsud tedy neni zadny podeziely bod.
Podminka (11): Vf + Ag1 = 0,91 = 0, g2 > 0 dava:

2422 =0 = 2z = -2
1420y =0 = 2\y=-1
34+2Xz2=0 = 2 z=-3
z+y+2>0

4y’ +22 =4

7 prvnich tii rovnic specialné plyne, Ze A, x,y, z jsou nenulovad. MiiZeme jimi tedy beztrestné délit,
¢imz dostaneme: —2\ =2 =1 =3 — 2 =92y » = 3y. Dosazenim do posledni rovnice dostavame:

T y z
(29)* +v° + (3y)> = 4
4y® +y? + 9y = 4
14y% =4

2
2—7
vy =7
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. e . , 2 /2 2
Podminka x 4+ y 4+ z > 0 nam dava jediny podezrely bod: [2\/; \ﬁ, B\ﬁ}

o[g1 < 0, g2 = 0]: pouZijeme vétu 24

(92); ($,y,Z) =1
(QZ)Iy ($7y7 Z) =1
(92); (‘T7y72) =1

Podminku (1) nelze splnit.
Podminka (11): Vf + Ag1 = 0,92 = 0,91 < 0 dava:

242A=0 = A=-2
142=0 = A=-1
3+4A=0 = A=-3
r+y+z2=0
2?4y +2l <4

Soustava zfejmé nema FeSeni, nedostavame zadné podezielé body.

e[g1 = 0 = go|: pouZijeme vétu 25
Podminka (1):

k
Vg1 =kVg <= k=2x=2y=2z < g =T=y=2

JelikoZ chceme, aby [z,y,2] € [g1 = 0 = g2, tak z této podminky neplyne Zadny bod (podminka
x4y + 2z = 0 dava, Ze jde o pocatek, ten viak nevyhovuje rovnosti 22 + y? + 22 = 4).
Podminka (11): Vf 4+ agi + 892,91 = 0 = go dava:

24+20x+p4=0
14+2ay+8=0
34+20z+8=0
z+y+z=0

4y’ +22 =4

Z prvnich tii rovnosti plyne: —f = 2+ 2ax = 14+2ay = 3+2az. Tedy 2a(z—y) = -1 a2a(y—2z) = 2.

Opét specialné plati, ze a,x — y,x — z # 0. Dosatavame tedy, ze 2a = m_—_ly = yzz = z—y=2x—2y.

Soustavu jsme timto zredukovali na:

z=2xr—y
r+y+2=0 = z4+y+2r—y=0 —= 3x=0 = =0
2?4yt +22=4
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Dostéavame, ze = 0,z = —y. Dosazenim do posledni rovnice dostavame:

0%+ 3+ (—y)* =4
y* =2

Méame tedy podezielé body: [0, +v/2, $ﬂ
Celkové jsou podezielé body: [ \/; \[,3\[} 0,+v?2, ¢\f]

f<2\/z\/?3\/§> :4\/§+ \/EJFQ\/EZM\/E
f(o,\f,—\/i) —V2-3V2=—-22
7(0,-v2,V2) = -v2+3v2 = 2v2

Maximum: 14\/2 v {2\/2, \ﬁ,3\/%

Minimum: —2v/2 v [O, —V2, \/ﬂ

Piiklad 1 (d) f(z,y,2) =y’ +xza M = {[z,y,2] e R¥; 2?2 + 32 + 22 < 1,2+ 2z > 0}

VSimnéme si, ze M neni kompaktni, neb nenf uzaviena. Zkoumejme proto f na kompaktu M. Pokud
se nam pak napf. stane, Ze f nabyvd maxima na M \ M, tak ptijde o supremum f na M, kterého se na
m nenabyva. (ptjde o supremum, jelikoZ f je spojitd a maxima by se nabyvalo na hranici).

Zavedme si:

gz, y,2) =+ + 22— Lgg(z,y,2) =x+ 2

Opét budeme f zkoumat na Int M = [g; < 0,92 > 0] ana H(M) = [g1 = 0,92 > 0]U[g1 = 0 =

g2l Ufg1 < 0,92 =0].

e[g1 < 0,g2 > 0]: pouZijeme vétu 16

folz,y,2) =z
folz,y,2) =2y
[y, 2) =

Vf=0 <= x =y =2z=0. Pocatek vSak neni ve zkouamné mnoziné [g; < 0, g2 > 0], tedy zadny
podeziely bod.

e[g1 = 0, g2 > 0]: pouZijeme vétu 24

(gl); (xaya Z) =2z
(gl); (.T,y, Z) =2y
(gl); (x’ya Z) =2z
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Vg1 =0 < x =y =z =0, coz nevyhovuje podmince g; = 0.
Vf+AVg =0,91 = 0,92 > 0 dava:
2420 =0 = 2 z ==z
20420y =0 = 2y=2y = y=0vVi=-1
r+2z2=0 = 2 \z==x
?+yt+22=1
r+2>0
Pokud by A = 0, pak z prvnich tfi rovnic dostavame: x = y = z = 0, coz nespliiuje predposledni

podminku. Pfedpokladejme tedy, Ze A # 0. Pak z prvni a tfeti rovnosti dostavame, Ze pokud x = 0,

pak z = 0 a naopak. To oviem nespliiuje posledni podminku. BUNO z, z # 0. Pak prvni a t¥eti rovnice
davaji =2\ = 2 = 2 — 22 = 22 — gz = +z. Z posledni podminky pak plyne, ze z = z > 0.

€T z
UvaZzme nyni dvé situace plynouci z druhé rovnice. Pfedpokladajme nejdiive, ze y = 0. Pak z podminky

22 4+ y? + 22 = 1 dostavame: 222 =1 = z = L = 2. Pokud budeme piedpokladat, ze A = —1, tak z

V2
prvni rovnice dostavame, ze 1 = —2\ (neb z = z), tedy A\ = —% , COZ je spor s A = —1.
2ol I e
Podeztely bod: [\/i’ 0, \/i}

o[g1 < 0,92 = 0]: pouZijeme vétu 24

Nelze, aby Vgo = 0.
Vf4+AVge =0,91 <0,g0 =0 dava:

z+A=0 = A=z
20=0 = y=0
T+A=0 = A==z
4+t <
r+2=0
Mame tedy, ze * = z,y = 0. Z rovnosti x + z = 0 pak plyne, Ze ¢ = z = y = 0. To vyhovuje i
predposledni podmince.
Podeziely bod: [0,0,0].
e[g1 = 0 = go|: pouzijeme vétu 25
Vg1 =kVgy < k=2x=22ANy=0 < y=0Az =2
Spolecné s podminkou, ze = + z = 0 pak dostavame, Ze © = y = z = 0, coz ovSem nespliuje g; = 0.
Rovnosti V f + ag1 + 92,91 = 0 = g2 davaji:
z+2ax+B=0
2y4+2ay =0
r+2az+ =0
Py 4+22=1
TH+2z2=0 = z=—=2
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Posledni podminku dosadime do predchozich.

z—20z+ =0 = B=2az—2z

2y+2ay =0
— 24202+ =0 = B=2z—-2az
4222 =1

Z prvni a tfeti rovnosti plyne: 2az —z =2 — 20z = z—2az=0 = 2z (1 —2a) =0.
Pokud z = 0, pak y = £1 dle posledni podminky. Podeztely bod: [0,+1,0].
Pokud o = %, pak druha podminka je: 3y = 0, tedy y = 0. Z posledni rovnice pak dostdvame, Ze

22 =1, tedy 2 = :t\%. Podezrely bod: [:F%,O, i\%]
Celkové mame podezielé body: [%, 0, %} ,10,0,0],[0,+1,0], [:F\%, 0, i% _

1 1 1 1 1
(507) = 5 75
£(0,0,0) =0
f(0,41,0) =1

1 1
1(F o ys) =07 5 5=

Vidime, Ze maxy; f = 1 a nabyva se ho v bodé [%, 0, %} a mingy; f = —% a nabyva se ho v bodech

[:F%, 0, i\%] . Ani jeden z uvedenych bodi v3ak nenni prvkem mnoziny M. Proto v rdmci mnnoziny M
jde jen o supremum a infimum f.

Priklad 2 (b) f(x,y,2) =22 +52°+2y> a M = {[x,y,2] e R® (z —2)? + 9> =4, 2 — Ty —2+2 > 0}

Mnozina M je omezend, neb [z + 2,0,2] € M pro kazdé z € R. Jelikoz lim, .o f(z + 2,0,22%) =
lim, .oo(z + 2)% 4 22 = o0, tak sup,; f = co. Funkce f tedy na M svého suprema nenabyva.Hledame
tedy jiz jen infys f. Staci tedy z nize nalezenych podezielych bodi vybrat ten, ve kterém je f nejmensi a
dokazat o ném, ze jde o minimum nebo supremum.

Definujme: g1(z,y,2) := (v — 2)2 + y?> —4,g2(2,9,2) :=2 — Ty — 2+ 2. Pak M = [g; = 0,90 > 0] =
[91 =0,92 > 0]U[g1 = 0= ga].

Vi(x,y,z)=(2x,4y,10z2)
Vi (z,y,z) = 2(x — 2),2y,—2(x — 2))
Vga(z,y,2z) = (1,-7,-1)

e[g1 = 0, g2 > 0] : pouzijeme vétu 24.
Vg1 =0 <= x—2z=y=0, avak [0,0,0] ¢ [g1 = 0, g2 > 0]. Odsud zadné podezielé body nejsou.

Matematika 2, 2022/23 10



Vf+AVg =0

g1=0

g2 >0

2042\ —2) =0 = 2z = -2\(xz — 2)
1

4y 42y =0 = y:0v)\:—§

10z —2X\(z —2) =0 = 10z =2\(z — 2)
(x—2)%+y* =4
r—Ty—z+2>0

Pokud A = 0, pak z prvnich t¥{ rovnic plyne, Ze x = y = z = 0, coz nespliuje predposledni rovnici.

Predpokladajme, ze A # 0.

Pokud = = z, pak z prvni rovnosti plyne, ze x = 0 = z. Ze ¢tvrté rovnosti pak plyne, ze y = +2, a
aby byla splnéna posledni rovnost, tak musi y = —2. Z toho dostavame podeztely bod: [0, —2, 0]

Pokud z # z, pak z prvni a tfeti rovnosti mame, ze A\ = = = 2(100_22) — a = —5z. Z druhé
rovnosti mame dvé varianty: y = 0V A = —%. Pokud by y = Om tak by ze ¢tvrté rovnosti plynulo, ze
(—62)?2 =4 = z= :l:%. Z podsledni podminky pak plyne bod: [3,0, _71] Pokud by naopak A = —%,
tak bychom méli, Ze %1 = — = 1z = —z. V kombinaci s jiz spoc¢itanym vztahem r = —5z, pak
dostavame, ze x = 0 = z, coz je spor s pfedpokladem, Ze = # z.

Mama tedy zatim tyto podezielé body: [0,—2,0], [%, 0, %1]

o[g1 = 0 = go] : pouZijeme v&tu 25

Vg1 =k - Vgo dava soustavu:

2 —2)=k
2y =Tk
—2(x—2)=—-k

To dava bod [g +z,_77k‘,z]. Z podminky go = 0 mame, ze k = %, az gy =0 mame: k= :I:@/%.
Tyto dvé podminky jsou nesluéitelné, tedy nemam zadny podeziely bod.

Vf=aVgi+ Vg =0
g1=0

g2=0

20+ 2a(r—2)+ =0
dy +2ay — 76 =0

10z —2a(z —2)— B =0
rT—Ty—z=—2
(x—2)?2+y* =4

Z prvni a tfeti rovnosti plyne — 3 = 2z+2a(z—2) = —102+2a(r—2) = = = —5z. Dosazenim tohoto
do poslednich dvou rovnic dostavame, 7e —6z = —2 + Ty, (—62)? + y?> = 4. Dosazenim prvni do druhé
méme, Ze 4 = (Ty—2)2+y? = 49y> —28y+4+y? = 50y* —1dy+4 = 50y —28y =0 = y=0Vy = 1.

Dostavame tedy podezielé body: [—%, 0, %] , [%, %, 5—58]
=

Celkové podezielymi body jsou: [0, —2,0], [%,0, 7] , [—%0, %] , [%, %, 5—?]
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5 1 10
+5,0,F= | = —
f( 3 ,:F3) 3

f(07_270) = 8
/ 8 14 —8Y\ 2312
572525 ) 625

Kandidat na minimum: hodnota 13—0 v bodech [g, 0, _71] Ukazeme, Ze jde o minimum.

Mn. A := [—%, %] x {0} x [%1, %] N M je kompaktni podmnoZina mnoziny M. Navic zifejmé plati,
ze A={[z+2,0,2],[z—2,0,z] : z € [—%, %]} Dale plati, Ze f(z +2,0,2) = 622 + 4z + 4 a z vySetieni
pomoci derivace plyne, Ze minimum f(z + 2,0, z) na intervalu [—%, %] je %. Podobné pro f(z — 2,0, z).
Mame tedy, ze minimu f na A je %.

7 klasdnosti a zapornosti parcidlnich derivaci plyne, Ze na zbytku mnoziny M je f vétsi, nez % (neb
v piislusnych ¢astech R3\ ([—g, g] x {0} x [%1, %]) mé f parcidlni derivace takové, jaké je ma). Z toho
tedy jiz plyne, Ze minys f = 5 a nabyva se ho v bodech [%, 0, %1]

Priklad 3 (a) Najdéte nejkratsi vzdéalenost bodu [1,1, 1] od roviny 3z + y + z = 2.

Vyjadfeme vzdalenost bodu [1,1,1] od zadané roviny.

min{\/(z —1)2+ (y — 1)2+ (z = 1)2: 3z + y + z = 2}.

Hledéme tedy minimum funkce \/(z — 1)2 4+ (y — 1)2 + (2 — 1)2 na mnoziné M = {z € G: g(z) = 0},
kde g(z,y,2) =3z +y+2—2,G = R3.

Vsimneme si, Ze odmocnina je minimélni, pokud vyraz v ni je co nejmensi. Z toho dostavame, ze k
nalezni bodu, kde f nabyva minima staci pouzit vétu 24 na funkci f = (z —1)24 (y — 1)2 + (2 — 1)? (slouz
pouze ke snazsimu vypoctu).

fé(m,y, z) =2x —2
oy, 2) = 2y — 2
i, y,2) =22 —2
9u(2,y,2) =3
9y(@,y,2) =
g.(2,y,2) =

Soustava V f + AVg = 0 jest nasledujici soustavou.

20 —243X=0

2y—24+X1=0
22—24+A=0
Jejim vyfeSenim dostavame:
Yy==z
2
20 —2=-x— -
Y 3
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Z rovnosti 3x +y + z = 2 z definice M a toho, Ze y = z dostavame, ze 2y — 2 = —3x. To dosadime do
predchozi rovnice a dostavame:

2 2 2
—3$=§x—§ — Jr=2r—-2 — —lx=-2 — x:ﬁ
Z toho dostavame, Zey—z—73 —l—lz—%%%—l:llﬁi)‘:l%
Ziejmé funkce f nabyva v bods [1 1@ %] minima
Minimélni vzdalenost bodu [1, 1, 1] od zadané roviny je tedy f (% 1§, %) = \/(%)2 +92. (%)2 - 317\/1171

Priklad 3 (b) Dievéna bedna tvaru kvadru bez vika ma objem V' > 0. Jaké maji byt jeji rozméry,
chceme-li minimalizovat mnozstvi dieva pouzitého na jeji vyrobu?

Ozna¢me hrany podstavy bedny jako a,b a vysku bedny jako c. Povrch bedny bez vika je pak ab +
2bc + 2ac. Navi ma platit, Ze objem dané bedny je ¢islo V. Tedy musi platit, Ze abc = V. Pficemz, aby
Slo skutecné o bednu, je potfeba, aby vSechny rozméry byla kladné ¢isla. Tedy méame jesté podminku:
a,b,c> 0.

Matematicky feceno jde o nasledujici ulohu. Hleddme minimum funkce f(a,b,c) = ab+ 2bc + 2ac na
mnoziné M = [abc = V,a,b,c > 0].

Pouzijeme vétu 24. Definujme g(a,b,c) := abc—V. Pak M = {x € G: g(z) = 0}, kde G = [a,b,c > 0]

(coz je oteviend mnoZina podle 2. cviceni).

Vf=(b+2c,a+2c,2b+ 2a)
Vg = (bc, ac, ab)

Podminka (1): Vg =0 <= 0 = bc = ac = ab. To nemuze nastat za predpokladu, ze a, b, c > 0.
Podminka (11): V f + AVg = 0 za podminky [a, b, c] € M dava (miuzeme délit, neb predpokladame, Ze
a,b,c > 0):

b+ 2
b+ 2+ Abe =0 — —\— chc
2
a+2c+dac=0 = —)\za+ ¢
ac
2 2
2 +2b+hab=0 — —\= a;; b
abc =V
a,b,c >0

abc + 2ac® = abc + 2bc> —> a=b
2a%¢ + 2abe = a’b + 2abc = b= 2c

abc =V
ab,b,c >0
a=b=2c

v
2-20-c=V = 4 =V = c:f’/z

Dostavame tedy podeziely bod: a =b = v2V,¢c = ¢ %.
Lze ukézat, ze jde o minimum f nal.
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Priklad 3 (c) Urcete rozméry kvadru tak, aby soucet délek jeho hran byl 96 cm a jeho objem byl co
mozna nejvetsi.
Oznad¢ime-li hrany kvadru jako a,b, ¢, pak chceme, aby 4a + 4b + 4c = 96 a abc bylo co nejvetsi.
Jde tedy o ulohu: f(a,b,c) = abe, M = [4(a+b+c¢) =96,a,b,c > 0] =[a+b+c=24,a,b,c > 0] a
hledame max,s f.
Pouzijeme vétu 24. Definujme
gla,b,c) :==a+b+c—24.

»(a,b,c) = ac
fr(a,b,c) = ab
ga(a,b,c) =
gb(a,b,c) =
gh(a,b,c) =1

Plati, ze Vg # 0. Zbyva tedy vySetiit druhou podminku.
Rovnost Vf + AVg = 0 spole¢né s [a, b, c] € M dava:

bc+A=0
ac+A=0
ab+A=0
a+b+c=24
a,b,c>0
Z prvnich t¥i rovnict plyne: —\ = bc = ac = ab, z ¢ehoz plyne: a = b = ¢ (neb a, b, c # 0).
Dosazenim do podminky a + b + ¢ = 24 dostavame: 3a =24 — a=b=c=38.
Lze ukazat, Zze v tomto bodé ma f skuteéné maximum vzhledem k M.
Priklad 3 (d) Rozlozte kladné &islo na ¢tyti kladné séitance tak, aby jejich sou¢in byl maximéalni.
Oznac¢me ono kladné ¢islo jako A. Chceme, aby A =a+b+c+d aa,b,c,d > 0. Zarovenr chceme, aby

a, b, c,d byla volena tak, Ze abcd bude co nejvétsi.
Definujme:

f(a,b,c,d) =abed, M =[A=a+b+c+d,a,bc,d>0],9(a,b,c,d) =a+b+c+d— A

Hledame maxys f, k ¢emuz pouZijeme vétu 24.

fr(a,b,c,d) = bed

fila,b,c,d) = acd
fi(a,b,c,d) = abd
fi(a,b,c,d) = abe
gh(a,b,c,d) =1
gy(a,b,c,d) =1
gi(a,b,c,d) =1
gy(a,b,e,d) =1
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Plati: Vg # 0. Ovéfme tedy druhou podminku.
Rovnost Vf + AVg = 0 spoletné s [a, b, ¢, d] € M dava:

bed+X=0
acd+X=0
abd+X=0
abc+X=0
a+b+c+d=A
a,b,c,d >0

Specialné plati: —\ = bed = acd = abd = abe. Jelikoz predpokladame, Ze a,b, c,d #, miZzeme jimi
délit, ¢imz dostaneme: a = b = ¢ = d. Z podminky A = a+b+c+d pak dostavame, zea =b=c=d = %.

Priklad 3 (e) Farmar a farmaika maji 100 m pletiva a radi by oplotili pozemek pro ovce. Trvaji na
tom, Ze pozemek bude mit tvar obdélniku. Protoze se nachézi u feky, staci jej oplotit ze ti{ stran. Jaké
bude zadani tlohy pomoci Lagrangeovych multiplikatora?

Oznad¢ime-li stranu u feky jako a a druhou stranu obdélniku jako b, lze zadani pievést na toto: a,b >
0,a + 2b = 100 a chceme, aby ab bylo co nejvétsi. Zadané tilohy pomoci Lagrangeovych multiplikdtoru je
tedy nasledujici: f(a,b) = ab,g(a,b) = a +2b—100,G = [a,b > 0], M = {x € G: g(x) = 0} a hledame
maxys f.
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